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A h a n d f u l o f s e ie n t is t s p r o d u e e s m o s t in n o v a t io n s

i n r e s e a r e h a n d d e v e lo p m e n t ; t h e t e n m o s t p o p u lo u s

e o u n t r i e s e o n t a i n m o r e t h a n 5 0 % o f t h e t o t a l p o P u l a -

t io n i n t h e w o r ld : a s m a l l g r o u p o f w o r d s a r e s Po k e n

v e r y o f t e n ,

m a n y w o r d s a r e r a r e l y u s e d ; s m a ll n u m
-

b e r s o f la r g e f i r m s e o 一 e x i s t w i t h a la r g e n u m b e r o f
s m a l le r e o m p a n i e s [ 1 ]

.

A一1 t h e s e e x a m p le s i ll u s t r a t e

t h e f a e t t h a t p r o d u e t iv i t y
,

i n t h e w id e s t p o s s i b l e i n -

t e r P r e t a t io n o f a r e l a t io n b e t w e e n
so

u r e e s a n d i t e m s ,

15 h ig h l y s k e w e d
.

In r e e e n t t im e s i t h a s b e e n s h o w n

t h
a t t h e d is t r i b u t i o n o f i n 一 a n d o u t

一

li n k s o n t h e In t e r -

n e t
,

t h e d i s t r i b u t i o n o f w e b s i t e S i z e s ( n u m b e r o f

p a g e s )
, a n d w e b s it e u s e , a l l a r e s k e w e d p h e

no m e -

n a [2 一 6 ]
.

S t a n t 关
n ) t h e n , u p

o b t a i n e d
.

T h e

t o a C o n s t a ll t t h e s a m e

la w

u s e d

l S t e r lT l
“ s e l f

一 s im i l a r i t y ” 15

Po w e r

o f t e n

in t h i s e o n t e x t
.

F o r r a n k
一

f r e q u e n e y d i s t r i b u t io n s

l y p r e f e r z i p f
’ 5 la w [ 9 1

.

T h i s r e l a t io n

, 、 _ 旦
g 、 r 产 一 尸

s e i e n t i s t s u s u a l
-

15 g l v e n a s :

( 2 )

w h e r e r
d e n o t e s a r a n k

.

T h i s r e l a t i o n 15 n a m e d a f t e r

G e o r g e K
.

Z i p f
,

b u t g o e s b a e k t o E s t o u p a n d A u e r -

b a e h i n t h e b e g i n n i n g o f t h e 2 0 t h e e n t u r y
.

E q
.

( 2 )
h a s b e e n g e n e r a zi z e d b y M a n d e l b r o t [ 1 0 〕

,
t h e i n v e n t o r

o f f r a e t a ls
,

l e a d in g t o :

, 、
一一五

~

g 、 了 j 一 ( 1 + 外 )尹
` ( 3 )

D i s t r i b u t io n s s u e h a s t h e o n e s h i n t e d a t a b o v e

e a n b e d e s e r i b e d
, a t l e a s t i n t w o w a y s ; u s in g a s i z e -

f r e q u e n e y a n d u s in g a r a n k
一

f r e q u e n e y a p p or
a e h

.

U s -

i n g s i z e 一 f r e q u e n e i e s m e a n s g iv in g a f u n e t i o n a l r e l a -

t io n ,

f ( n )
, n = 1

,

2
,

3
,

…
,

b e t w e e n t h e n u m b e r o f

so
u r e e s a n d t h e n u m b e r o f i t e m s t h e y p or d u e e

.

I n t h e

ar n k
一

f er q u e n e y a p p or
a e h o n e f i sr t ar n k s t h e s o u r e e s i n

d e e r e a s i n g o r d e r o f P or d u e t io n , a n d t h e n f in d s a f u n e -

t io n a l r e l a t i o n b e t w e e n t h e r a n k a n d t h e p r o d u e t i o n o f

t h e s o u r e e a t t h a t r a n k
.

In in f o r m e t r ie s ,

t h e f i e l d w h e r e s e ie n t is t s m a t h e -

m a t i e a ll y m o d e l r e g u l a r i t i e s i n t h e i n f o r m a t i o n s e i
-

e n C e S ,

w h i l e

b o t h a p p r o a e h e s a r e r o u t i n e l y e o n s id e r e d
,

i n m o s t o t h e r f i e l d s o n e o f t h e t w o
一

u s u a ll y t h e

r a n k f r e q u e n e y f o r m一 15 p r e f e r r e d
.

P r a e t i e a l i n v e s t i
-

g a t i o n s u s u a ll y co n f imr
t h e

o r ( 3 )
, a t l e a s t a s a g e n e r a l

e x is t e n e e o f er l a t io n s ( 2 )
t r e n d

.

T h
e e l a s s i e a l e x P r e s s io n f o r t h e s i z e 一 f r e q u e n e y

a p p or a e h 15 a P o w e r la w
, o f t e n r e f e r r e d t o a s

oL t k a ’ s

la w [7 ]
:

C
J 又n ) = 万

n

( 1 )

w h e r e C a n d a ) 0 a r e e o n s t a n t s
.

A l t h o u g h o t h e r

f u n e t i o n s h a v e b e e n p or pos e d
,

t h e p o w e r l a w 15 t h e

o n l y o n e t h a t 15 s e a l e 一 f r e e [ 8 ]
.

T h i s m e a n s t h a t i f t h e

m e a s u r e m e n t S e a l e 15 e h a n g e d ( s a y n b e e o m e s Co n -

S t u d y in g t h e l i t e r a t u r e o n r a n k
一

f r e q u e n e y d is t r i
-

b u t io n s ,
t h e q u e s t io n e a m e u p a s w h a t w o u l d h a p p e n

i f t h e p o w e r f u n e t i o n w e r e r e p l a e e d b y a d e e r e a s i n g

e x P o n e n t ia l
:

g ( r ) = G e 一 a r ,

G ) 0
, a ) 0

.

( 4 )

I t w il l b e s h o w n t h a t t h e e x p o n e n t i a l f o r m 15 i u s t a

l im it i n g e a s e o f t h e p o w e r r e la t i o n
.

M o r e p r e e is e ly
,

t h e e x P o n e n t i a l r a n k
一

f r e q u e n e y d i s t r i b u t io n e o r r e -

s Po n d s t o a s i z e 一

f r e q u e n e y p o w e r r e l a t i o n w i t h e x P o -

n e n t a = 1
,

w h i le t h e o t h e r e a s e s e o r r e s p o n d t o e x -

p o n e n t s s t r i e t l y l a r g e r t h a n l ( e x p o n e n t s b e t w e e n o
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月
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.
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e a s e o f M a n d e lb or t

’ s

A tn an
a g e ab l e m a t h e m a t i e a l t h eo r y o f r a n k a n d

s iz e f r e q u e n e i e s e a n o n l y b e e o n s i d e r e d i n a e o n t i n u o u s

f r a m e w o r k
.

oC
n s i d e r ,

fo r i n s t a n e e ,
t h e d e f in i n g r e la

-

t i o n b e t w e e n t h e f u n e t i o n s f a n d g
:

a

1l l a y

( E q
.

1

一 1
` ( 9 )

b e e o n s id e r e d a s a s p e e ia l

( 3 ) )
,

b y t h e S u b s t i t u t i o n

g
一 ` ( 二 ) 一 : ( 、 ) 一

工厂( m)
.

( 5 )
刀于 二 二 凡

T h e f u n e t i o n g
一 1 15 t h e i n v e r s e f u n e t io n o f g

, a n d

n m a x

d e n o t e s t h e p r o d u e t i o n o f t h e m o s t p r o d u e t i v e

s o u r e e ( t h e S o u r e e a t r a n k l )
.

M a n y S u nr s li k e t h e

o n e i n E q
.

( 5 ) c a n n o t b e e v a l u a t e d ( e x a e t ly
, o r e v e n

a p p r o x im a t e ly )
,

w h i l e i t 15 i n m o s t e a s e s f e a s i b l e t o e -

v a l u a t e t h e e o r r e s p o n d i n g i n t e g r a l s
.

T h is 15 p a r t i e u -

l a r l y t r u e i n t h e e a s e a t h a n d
.

S u e h a e o n t i n u o u s t h e o -

r y h a s b e e n d e v e l o p e d a d e e a d e a g o b y E g g h e [ 1 1 ]
,

b u t

15 li t t l e k n o w n o u t s i d e t h e f i e ld o f i n f o r m e t r i e s
.

N o t a -

t i o n s a n d m a i n r e s u l t s a r e b r i e f l y r e v ie w e d h e r e
.

o f r b y r ’
= r + 1 ( d i s e r e t e e a s e )

.

I n t h e e o n t i n u o u s

e a s e S u e h a Sh if t t r a n s f o r m s t h e d o m a i n [ 0
,

T ] i n t o

仁1
,

T + 1 ]
.

I t e a n e v e n b e s h o w n [川 t h a t t h e a b o v e r e s u l t 15

a ls o v a li d fo r o ( a ( 1
.

O f c o u r s e ,

E q
.

( 9 ) 15 n o t

v a l id f o r a = 1
.

T h i s 15 s t u d i e d n e x t
.

T h e r e l a t io n b e t w e e n 甲 a n d x fo r a = 1 15 g i v e n

in t h e fo l l o w i n g t h e o r e m
.

T h e o r e m
.

I f a = 1 t h
e

fo l l o w i n g e q u i v a le n e e

h o ld s :

( i ) 尹 ( x )

G e 一 ay
,

y 任「0
,

,
x 任 [ 1

,

夕」
,

C > o拱 (

T ]
,

G > 1
,

0 < a < 十 co

11) x (夕 )

w i t h C
,

C一x

G

T h e d i s e r e t e f u n e t io n s f a n d 9 a r e r e p la e e d b y

C o n t i n u o u s d e n s i t y f u n e t io n s 切 a n d 2
.

T h e s y m b o l 切

d e n o t e s a d e n s i t y o f i t e m s p e r s o u r e e ,

w h i le t h e f u n e -

t io n X r e f e r s t o a d e n s i t y o f s o u r e e s p e r it e rn
·

T h e s e

f u n e t i o n s p l a y a d u a l r o l e
.

T h e f u n e t i o n 甲 ( t h e e o n -

t i n u o u s a n a lo g u e o f t h e s i z e 一 f r e q u e n e y f u n e t io n f ) 15

d e f i n e d a s :

卿 1[
,

司 ~ 况
+ : x ~ 杯 x)

,

(6 )

w h e r e 召 d e n o t e s t h e m a x im u m d e n s i t y ( e o r r e s p o n d
-

i n g t o n am
x ,

t h e p r o d u e t i o n of t h e m o s t p r o d u e t i v e

s o u r e e )
.

T h e d e f i n i n g r e l a t i o n ( 5 ) b e e o m e s n o w
:

a n d a e o n s t a n t s

P o w e r la w w i t h
o

T h i s s h o w s t h a t a s i z e 一

f r e q u e n e y

= 1 15 e q u iv a l e n t w it h a n e x p o n e n -

t i a l l y d e e r e a s i n g r a n k
一

f r e q u e n e y f u n e t io n
.

P r
oo f

.

F i r s t p a r t :

( i )冷 ( 11)
.

B y E q
.

( 7 ) i t 15

e le a r t h a t

卫tnCx 、 ` , 一 r 、 乙夕
J

:

C
,

— d X =

X

H e n e e : t 二 x ( , ) 一 。 e 一 ’ / C ,

w h e r e 。 = G > 1
, 。 n d

0 < 1 / C = a < + co
.

S e e o n d p a r t :

( 11) ” ( i )
.

fo l lo w s t h a t

:
一 ` ( , ,一 ( , , ·

叮
* (工 , d工 X

`

(力 =

a n d

O r

1
, _

、

甲 ( x ) =

一
万丁一二而一石

.

( 7 )
X 气X 气x 夕尹

I t c a n b e s h o w n t h a t t h e of l lo w in g a s s e r t io n s ( i ) a n d

( 11) a r e e q u i v a l e n t :

C 一
r 月 , 一 、 -

(`) 沪 ( x ) 一乒
,

x 任 L̀
,

p 」
,

C > 0
, a > ` w “ h

C a n d a e o n s t a n t s :

t = 义
一 , ( x ) =

S i n e e x (夕 ) 二 G e 一 ay i t

a G e一 a夕

In ( x / G )

F i n a l l y
,

E q
.

( 6 ) l e a d s t o :

1

一ax一一杯 二 ) =
1

a G e l n ( x / G )

( 11) x (夕 )

月) 0 w i t h E
,

E

( 1 + yF )夕
’

y 任 「O
,

T 〕
,

E
,

F > 0,

F

s
p o n d s t o t h e t o t a l

a n d 月 e o n s t a n t s
·

n u m b e r o f s o u r e e s

t h e la r g se t v a l u e o f 夕
.

F or m E q
.

( 7 )

H e r e T e o r r e -

b e i n g e q u a l t o

i t f o l lo w s t h a t

杯 二 ) d x

F u r t h e r m o r e ,
t h e e x p o n e n t s a a n d 卢 a r e r e l a t e d

( 8 )

a s :

T h is 15 t h e r e q u i r e d r e la t i o n w i t h C = 1 / a ) 0
.

T h i s r e s u l t d e n 飞。 n s t r a t e s t h a t t h e e l a s s o f s i z e -

f r e q u e n e y Po w e r la w s 15 la r g e r t h a n t h e e l a s s o f r a n k
-

f r e q u e n e y p o w e r l a w s
.

T h e f a e t t h a t L o t k a ’ 5 p o w e r

l a w w i t h a = 1 l e a d s t o a n e x P o n e n t ia l ly d e e r e a s i n g

r a n k
一

f r e q u e n e y r e l a t io n h a s b e e n o b s e vr e d b e f o r e [ 1 2 ]
,

b u t no
s p e e i a l a t t e n t io n h a s b e e n p a i d t o i t

.

R e t u r n i n g t o t h e af o r e 一m e n t i o n e d e x a m p l e s ,

i t 15

e o n e l u d e d t h a t L o t k a ’ 5 s i z e 一 f r e q u e n e y p o w e r l a w 15

ve e n

mo
r e u b iq u iot

u s t h a n p r e v i o u s l y t h o u g h t
.

E x -

a m p l e s o f e x p o n e n t ia l r a n k
一

f r e q u e n e y r e l a t i o n s a r e i n -

P
`.

.

产

I
J

ì一T



4 80 P or g r e s s in N at u r a l S
e ie n e e V ol

.

1 3 N o
.

6 20 0 3

d e e d a los
e x am P le s o f P o w e r la w s iz e一 f r e q u e n e y r e la

-

t io n s ( w i t h a = 1 )
.

2 M o r e e x P o n e n t i a l s

A r a n k
一

f r e q u e n e y P o w e r la w le a d s to a s t r a ig h t

l in e w h e n er p er s e n te d it s in g d o u b le
一

1笔
a r i t hm ie

s e a le s
.

S im i la r ly
, a n e x Po n e n t i a l r a n k

一

f r e q u e n e y r e l a -

t i o n ,

w h e n r e p r e s e n t e d u s i n g s e m i
一

lo g a r i t hm ie s e a l e s

w i t h a Io g a r i t h m i C S e a l e o n t h e v e r t i e a l a x is :

( a
so

-

e a l l e d Ii n e a r 一 10 9 p l o t ) l e a d s t o a S t r a i g h t li n e
.

C le a r l y
,

o n e m a y w o n d e r w h a t h a p Pe n s i f a s t r a ig h t l in e 15 o b
-

s e r ve d u s i n g s e m i
一

lo g a r i t h m i e s e a le s ,
t h i s t im e w i t h

t h e lo g a r i t h m i c s e a l e o n t h e h o r ioz n t a l a x i s ( a l眼
一

l i n -

e a r p lo t )
.

M o r e i n t e r e s t i n g l y
,

i t 15 S t u d i e d if S u e h a

r e l a t io n h a s b e e n o b s e r v e d i n r e a li t y
, a n d h o w i t e a n

b e r e l a t e d t o a Po w e r l a w
.

A s t r a ig h t l i n e in s e m i
一

lo g a r it hm i e s e a l e s ,

lo g a -

r i t hm o n t h e h o r i z o n t a l a x is
, e a n b e e x p r e s s e d a s :

义 (夕 ) = 一 a In (夕 ) + 乙
, a > o

,

占 > 0
.

I t 15 ,

m o r e o v e r , a s s u m e d t h a t 夕任 [ 1
,

T + 1 ]
.

T h i s

e o r r e s P o n d s t o a s h if t e d d i s t r i b u t io n , a s e x P l a i n e d b e -

t h e S a m e c a r e e r d u r a t i o n ( a n o t h e r e a s e o f a r e s t r i e t e d

e i r e u m s t a n e e ) a n d fo r 。 a r e e r d u r a t i o n t h e m s e l v e s
.

F i
-

n a l l y
,

i t 15 w e ll
一

k n o w n t h a t a l s o t h e t a i l o f t h e li n k

d i s t r i b u t io n i n a r a n d o m n e t w o r k d e e r e a s e s e x p o n e n -

t i a l l y [1 7 ]
.

T h i s p or
v e s t h a t s u e h s p e e ia l e a s e s d o h a p

-

P e n i n r e a l s i t u a t io n s
.

3 C o n C I U S i o n

I t 15 s h o w n
ho w a u n i f i e d a P p or

a e h
,

i n e l u d i n g

5 12 已 f r e q u e n e y a n d r a n k
一

fr e q u e n e y d i s t r ib u t i o n s , r e -

la t e s Po w e r la ws
a n d e x p o n e n t i a l r e l a t io n s o e e u r r i n g

i n a ll f i e ld s o f s e i e n e e
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